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Lahendamisaega on 4 tundi ja 30 minutit.
Kiisimusi v&ib esitada esimese 30 minuti jooksul.
Ainult kirjutus- ja joonestusvahendid on lubatud.

Ulesanne 1 Kas leidub selline tiisarvude jada a1, as, . . ., et iga téisarvu d # 0 jaoks leidub tépselt 2025
erinevat indeksite paari (i, j), mille korral a; —a; = d?

Ulesanne 2 Olgu a1, as, ... selline reaalarvude jada, et iga positiivse téisarvu n korral

{an}lant1] = lan]{ans1}-

Toesta, et leidub reaalarv A, nii et {a,, }|an| = A lopmata paljude positiivsete taisarvude m korral.

Markus: Reaalarvu x korral tahistab |z ] suurimat téisarvu, mis ei iileta z, ning {z} =z — [z].
Ulesanne 3 Olgu f: Q — Q funktsioon, mis rahuldab kéigi z,y € Q korral vorratust

f@)+fy) =2 flz+y).

Toesta, et leidub selline o € R, et f(x) > ax koigi x € Q korral.

Ulesanne 4 Leia koik funktsioonid f: R — R, mis rahuldavad kéigi reaalarvude a, b, ¢, d korral vordust
(fla—c)+ F(b—d) (f(a) + F(b)) = Flad —be) + f (f(a) + F(b) — ac — bd).

Ulesanne 5 Olgu n positiivne téisarv ja ;1 < 29 < - -- < @, sellised positiivsed reaalarvud, et

w4 ad -+ +a2d 2l +al
1+ T2+ + Xy 2

Toesta, et
2 2 2
]+ x5+ -+ T, = NT1Ty,.

Ulesanne 6 n > 3 sopra méngivad rahvastepalli. Alguses on kdik méngijad vabad. Kui vaba mingija
A tabab teist vaba méngijat B, siis A vangistab B ja vabastab koéik méngijad, kes on parasjagu B
poolt vangistatud. Kaks tabamust ei saa toimuda samal ajal.

Leia vahim tabamuste arv, parast mida on voimalik, et igast kahest méngijast vihemalt iiks on teise
vabastanud.

Ulesanne 7 Olgu n paaris positiivne téisarv. Kuup n x n x n koosneb n? iihikkuubist. Nimetame
noelaks n tihikkuubist koosnevat 1 x 1 x n risttahukat; noelal on kolm voimalikku orientatsiooni. Leia
suurim téaisarv K, mille korral on voimalik kuubis valida 3K noela, K igas orientatsioonis, nii et tihelgi
kahel noelal ei leidu tihist ihikkuupi.

Ulesanne 8 Mittenegatiivsete tiisarvude jarjendit ai,. .., a, nimetatakse ennastkirjeldavaks, kui
ap = [{i | ai = k}|

iga k € {1,...,n} korral, st iga element aj, vordub elementide arvuga, mille véértus on vihemalt k.
Leia iga positiivse tdisarvu n korral pikkusega n ennastkirjeldavate jarjendite arv.

Ulesanne 9  Balti poliiamond on n-nurk, mille kiiljepikkused on n,n—1, ..., 2, 1 tipselt selles jirjekorras
ning mille koik sisenurgad on 120° v6i 240°. Toesta, et iga Balti poliiamondi korral 6 | n.



Ulesanne 10 Uheksakohalist naturaalarvu nimetatakse ilusaks, kui see sisaldab koiki numbreid iihest
itheksani. Arvu nimetatakse imeliseks, kui see on ilus ja iga k = 1,...,9 korral on arvu k. number
vordne numbri k positsiooniga arvus. Naiteks on arv 847296315 imeline, sest

e esimene number on 8, mis on iihtlasi numbri 1 positsioon arvus,

e teine number on 4, mis on iihtlasi numbri 2 positsioon arvus,

e kolmas number on 7, mis on iihtlasi numbri 3 positsioon arvus, ja nii edasi.
Niita, et imeliste arvude arv on paarisarv.

Ulesanne 11 Olgu Ay, ..., A, punktide jirjend tasandil. Mdned punktid véivad kokku langeda, kuid
jarjendis on vihemalt kaks erinevat punkti. Balti tee on teekond, mis on médratud punktide Ay, ..., A,
permutatsiooniga By, ..., B,. Balti tee pikkus on

|B1Ba| 4 |Ba B3| + - - - + |Bp—1By| + | BB,
kus |PQ)| tdhistab punktide P ja @ vahelist kaugust.
Olgu K ja L kahe Balti tee pikkused sama n punktist koosneva jirjendi korral. Leia iga n > 2 korral
jagatise K/L maksimaalne voimalik vaértus iile koigi voimalike jarjendite Ay, ..., A,.

Ulesanne 12 Olgu w teravnurkse kolmnurga ABC, kus AB < AC, iimberringjoon ning I nurgapoolita-
jate 1oikepunkt. Sirge AI 16ikub kiiljega BC punktis D. Olgu T punkt ringjoonel w, nii et AT || BC.
Sirge T'I 16ikub ringjoonega w teist korda punktis P ja kolmnurga AP D iimberringjoonega teist korda
punktis ). Tdoesta, et Al = DQ).

Ulesanne 13 Kdolnelinurga ABCD kiilgede AB ja C'D pikendused l6ikuvad punktis E. Punkt P asub
nelinurga ABC'D sees ning rahuldab tingimusi

/BAP = /PCB ja /ZCBP = /PDC.

Toesta, et PE L BC.

Ulesanne 14 Olgu w teravnurkse kolmnurga ABC, kus AB < AC, iimberringjoon ning H kérguste
16ikepunkt. Ringjoone w punkti A sisaldaval kaarel BC' asub punkt P, nii et ZPCB + ZACB = 90°.
Punkt R 16igul AC rahuldab tingimust BR = CR. Toesta, et /ZHPR = ZACB.

Ulesanne 15 Teravnurkses erikiilgses kolmnurgas ABC 16ikub kiilje BC' keskristsirge sirgetega AC' ja
AB vastavalt punktides A; ja A.. Punkid B, B,,C, ja Cy defineeritakse samamoodi. Toesta, et
kolmnurkade ABC, A, B.C, ja A.B,C} imberringjoonte keskpunktid asuvad {ihel sirgel.

Ulesanne 16 Olgu a, b, ¢, n positiivsed téisarvud, mille korral abc = 10™ — 1. Téhistagu S(z) arvu =
numbrite summat. Toesta, et
S(a) + S(b*) + S(ch) = V/243n.
Ulesanne 17 Nimetame positiivset tdisarvu briljantseks, kui tema koik positiivsed jagajad saab jagada
kaheks hulgaks, milles on vordne arv elemente ning mille elementide summad on vordsed.
Leia briljantse arvu positiivsete jagajate arvu koik voimalikud vaértused.
Ulesanne 18 Leia koik funktsioonid f: Zwg — Zso, nii et f(2) = 1 ning
VUK(f(a+0), f(b)) | VUK(a + f(b),0)
koigi positiivsete taisarvude a, b korral.

Ulesanne 19 Tahvlile on kirjutatud 100 positiivset téisarvu. Birgit méngib méngu. Igal kiigul valib
ta kaks tahvlilolevat arvu a ja b, nii et a | b, kustutab molemad ning kirjutab tahvlile arvu b/a. Ta
teeb kéike seni, kuni enam pole voimalik iihtegi kaiku teha, ja siis méng lopeb.

Leia suurim N, mille korral mingi algseisu jaoks on Birgitil voimalik soltuvalt kdikude valikust lopetada
mang nii sedasi, et alles on ainult iiks arv, kui ka sedasi, et alles on N arvu.

Ulesanne 20 Leia koik positiivsed tédisarvud n, mille korral leidub arvude 1,...,n permutatsioon
ai,...,ay, nii et arvud ay, 2as9, . .., na, annavad arvuga n jagamisel n erinevat jaaki.



