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Kilpailuaika: 4 tuntia ja 30 minuuttia
Ensimmaisten 30 minuutin aikana tehtavista saa kysya.
Ainoastaan kirjoitus- ja piirrustusvilineet ovat sallittuja.

Tehtavd 1 Onko olemassa sellainen kokonaislukujono ai,ao, ..., ettd jokaisella kokonaisluvulla d # 0
on olemassa tédsmalleen 2025 eri indeksiparia (4, j), joille a; — a; = d?

Tehtdva 2 Olkoon ay,as,... jono reaalilukuja, joille

{an}lan+1] = lan]{ant1}

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n. Osoita, ettd on olemassa sellainen A € R, ettd {am,}|am] = A
darettoman monella positiivisella kokonaisluvulla m.

Huomautus: Kun x € R, niin |z | on suurin kokonaisluku, joka ei ole suurempi kuin z, ja {z} = z — |z].
Tehtédva 3 Olkoon f: Q — Q kuvaus, jolle
f(@)+ fly) = flz+y),
kun z,y € Q. Osoita, ettd on olemassa a € R, jolle f(z) > ax, kun x € Q.
Tehtdva 4 FEtsi kaikki kuvaukset f: R — R, joille
(fla=e)+ f(b—d)(f(a)+ f(b) = flad —be) + f(f(a) + f(b) — ac —bd),
kun a,b,c,d € R.

Tehtavda 5 Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot x1 < z9 < --- < x, positiivisia reaalilukuja,
joille

B+ ay 4ol af+al

1+ 2To+ -+ Ty 2

Todista, etta
3:%4—30%—1—---—1—3&% > N1y

Tehtavd 6 Itamerellistd polttopalloa pelaa n > 3 kaveria. Alussa kaikki pelaajat ovat vapaina. Kun
vapaa pelaaja A polttaa toisen vapaan pelaajan B, talloin A vangitsee B:n ja vapauttaa kaikki silla
hetkelld B:n vangitsemana olevat pelaajat. Kaksi polttoa ei voi tapahtua samanaikaisesti.

FEtsi pienin méaaré polttoja, jonka jalkeen on mahdollista, ettd minka tahansa kahden pelaajan joukosta
vahintdén toinen on vapauttanut toisen.

Tehtava 7 Olkoon n parillinen positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan n x n x n-kuutiota, joka koostuu
n3 yksikkokuutiosta. Kutsutaan n yksikkokuutiosta koostuvaa 1 x 1 x n-sirmicti neulaksi. Neula voi
osoittaa kolmeen eri suuntaan. Etsi suurin kokonaisluku K, jolle voidaan 16ytéda 3K neulaa, K jokaiseen
suuntaan, joista mitkdéan kaksi eivit sisélla samaa yksikkokuutiota.



Tehtava 8 Epanegatiivisten kokonaislukujen jonoa aq,...,a, kutsutaan itseidn kuvaavaksi, jos
ar = |{i | a; > k}|
kaikilla k € {1,...,n} eli ax on niiden jonon jasenten lukumé&éra, jotka ovat suurempia tai yhté suuria
kuin k kaikilla k& € {1,...,n}.
Maarita jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n niiden itseddn kuvaavien jonojen lukumééra, joiden

pituus on n.

Tehtava 9 Itdmerellinen monimantti on n-kulmio, jonka sivujen pituudet ovat n,n — 1,...,2,1 téssa
jarjestyksessd ja jonka jokainen sisdkulma on 120° tai 240°. Todista, ettd jokaisella itdmerelliselld
monimantilla n on jaollinen luvulla 6.

Tehtava 10 Positiivinen 9-numeroinen kokonaisluku on kiva, jos se siséltdd kaikki numerot yhdesta
yvhdeksadn. Luku on mahtava, jos se on kiva ja jos jokaiselle £k = 1,...,9 pétee, ettd luvun k:nnes
numero on yhta suuri kuin numeron k sijainti luvussa. Esimerkiksi 847296315 on mahtava:

— ensimméinen numero on 8, mikd on numeron 1 sijainti luvussa,
— toinen numero on 4, mikd on numeron 2 sijainti luvussa,
—  kolmas numero on 7, mikd on numeron 3 sijainti luvussa, ja niin edelleen.

Osoita, ettd mahtavien lukujen lukumééréa on parillinen.

Tehtava 11 Olkoon Ay, ..., A, jono euklidisen tason pisteitd. Sama piste voi esiintyé jonossa useamman
kerran, mutta jono sisdltda vahintdan kaksi eri pistetta. Baltian tie on reitti, jonka méaraé pisteiden
Aq,..., A, permutaatio By, ..., B,. Baltian tien pituus on

|BIBQ| + |BQB3| + -+ |Bn—an’ + |BnBl’a

missé |PQ| on pisteiden P ja @ euklidinen etéisyys.

Olkoot K ja L joidenkin Baltian teiden pituudet samassa n pisteen jonossa. Méaarita annetulle luvulle n
suurin mahdollinen arvo K/L, joka voidaan saavuttaa jollain jonolla Ay, ..., A,.

Tehtava 12 Terdvikulmaiselle kolmiolle ABC' pitee |AB| < |AC/|, sen sisdympyréin keskipiste on I ja
ympéarysympyra on w. Suora Al leikkaa sivun BC' pisteesséd D. Olkoon T sellainen piste ympyralld w,
ettd AT || BC. Suora T leikkaa ympyran w uudelleen pisteessé P ja kolmion APD ympérysympyran
uudelleen pisteessé Q). Todista, ettd |AI| = |DQ)|.

Tehtava 13 Jannenelikulmiossa ABCD suorat AB ja CD leikkaavat pisteessd E. Piste P sijaitsee
nelikulmion ABC'D sisélla ja toteuttaa ehdon

ABAP = {PCB ja ACBP =<£PDC.
Todista, etta PE | BC.

Tehtéava 14 Terdvikulmaiselle kolmiolle ABC' pétee AB < AC, sen ympéarysympyra on w ja ortokeskus
on H. Ympyrian w pidemmalld kaarella BC' sijaitsee piste P, jolle L PCB + L ACB = 90°. Janan AC
piste R toteuttaa ehdon |BR| = |CR|. Todista, ettd {HPR = LACB.

Tehtavd 15 Terdvikulmaisessa kolmiossa ABC), jonka sivut ovat keskenéén eri pituisia, janan BC' kes-
kinormaali leikkaa suora AC pisteessd Ay ja suoran AB pisteessid A.. Pisteet B, By, Cy ja Cp méa-
ritellddn samankaltaisesti. Todista, ettd kolmioiden ABC, ApB.C, ja A.B,Cp, ympéarysympyroiden
keskipisteet ovat keskendin samalla suoralla.

Tehtava 16 Olkoot a, b, ¢ ja n positiivisia kokonaislukuja, joille abc = 10™ — 1. Kun S(z) merkitsee
numeroiden summaa luvun x kymmenjarjestelmaesityksessé, todista, etta

S(a) + S(b?) + S(ct) > V/243n.



Tehtava 17 Kutsuttakoon positiivista kokonaislukua loistavaksi, jos sen kaikki positiiviset tekijat voi-
daan osittaa kahdeksi joukoksi niin, ettd kummassakin on yhtd monta alkiota ja sama alkioiden sum-
ma.

Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut, jotka ovat jonkin loistavan luvun kaikkien positiivisten tekijoiden

lukumaaria.

Tehtava 18 Etsi kaikki sellaiset kuvaukset f: Zy — Z, ettd f(2) =1 ja

pyi(f(a+b), f(0)) | pyi(a+ f(b),0)
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b.

Tehtava 19 Liitutaululle on kirjoitettuna 100 positiivista kokonaislukua. Kaisa pelaa pelid. Yhden siir-
ron aikana hén valitsee ensin kaksi tauluilla olevista luvuista, a ja b, joille a | b, pyyhkii molemmat
taululta, ja kirjoittaa taululle luvun b/a. Hén jatkaa siirtoja, kunnes jéljelld ei ole endé sallittuja
siirtoja, jolloin peli loppuu.

Etsi suurin sellainen N, etté jostakin aloitustilanteesta Kaisa voi
— seka pelata pelin lopputilanteeseen, jossa on vain yksi luku taululla,
— ettd pelata pelin lopputilanteeseen, jossa on N lukua taululla.

Tehtava 20 Maarité kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille on olemassa lukujen 1, ..., n permutaatio
ai,...,Qy, jossa luvuilla aq, 2as9, . . ., na, on kaikilla eri jadnnosluokat modulo n.



