
Baltijos kelias
2025 m. lapkričio 15 d., Ryga, Latvija Version: Lithuanian

Laikas: 4 val. 30 min.
Laikas klausimams: pirmosios 30 minučių.
Leidžiamos tik rašymo ir braižymo priemonės.

1 užduotis. Ar egzistuoja tokia sveikųjų skaičių seka a1, a2, . . . , kad kiekvienam sveikajam d ̸= 0 galima
rasti lygiai 2025 skirtingas indeksų poras (i, j), kurioms galioja ai − aj = d?

2 užduotis. Realiųjų skaičių sekai a1, a2, . . . galioja

{an}⌊an+1⌋ = ⌊an⌋{an+1}

kiekvienam natūraliajam n. Įrodykite, kad egzistuoja kažkoks realusis λ, kuriam egzistuoja be galo
daug natūraliųjų m, su kuriais {am}⌊am⌋ = λ.

Pastaba: Jeigu x yra realusis, ⌊x⌋ yra didžiausias sveikasis skaičius, neviršijantis x, o {x} = x− ⌊x⌋.

3 užduotis. Tegul f : Q → Q yra funkcija, tenkinanti

f(x) + f(y) ≥ f(x+ y)

visiems x, y ∈ Q. Įrodykite, kad egzistuoja konstanta α ∈ R, kuriai galioja f(x) ≥ αx visiems x ∈ Q.

4 užduotis. Raskite visas funkcijas f : R → R, kurioms galioja

(f(a− c) + f(b− d)) (f(a) + f(b)) = f(ad− bc) + f (f(a) + f(b)− ac− bd)

visiems realiesiems a, b, c, d.

5 užduotis. Tegul n yra natūralusis ir x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn yra teigiamų realiųjų seka, kuriai galioja

x31 + x32 + · · ·+ x3n
x1 + x2 + · · ·+ xn

=
x21 + x2n

2
.

Įrodykite, kad

x21 + x22 + · · ·+ x2n ≥ nx1xn.

6 užduotis. Duota, kad n ≥ 3 draugų žaidžia kvadratą. Pradžioje visi žaidėjai yra laisvi. Kai laisvas
žaidėjas A išmuša kitą laisvą žaidėją B, A įkalina B ir išlaisvina visus žaidėjus, kurie tuo metu įkalinti
pas B. Du išmušimai negali vykti vienu metu.

Raskite tokį mažiausią išmušimų skaičių, po kurių yra įmanoma, kad bet kuriems dviems žaidėjams
bent vienas iš jų kažkuriuo metu išlaisvino kitą.

7 užduotis. Duoti natūralusis lyginis skaičius n ir n× n× n kubas, sudarytas iš n3 vienetinių kubelių.
Blokas, sudarytas iš n vienetinių kubelių, kurio dimensijos 1 × 1 × n yra vadinamas adata, ir ji gali
turėti tris skirtingas kryptis. Raskite tokį didžiausią sveikąjį K, kad yra įmanoma kube taip pažymėti
3K adatas, po K adatų kiekviena kryptimi, kad jokios dvi iš jų neturėtų bendro kubelio.
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8 užduotis. Neneigiamų sveikųjų skaičių seka a1, . . . , an yra save apibūdinanti, jei

ak = |{i | ai ≥ k}|

su visais k ∈ {1, . . . , n}, t.y. ak parodo, kiek elementų sekoje yra didesni arba lygūs k, kiekvienam
k ∈ {1, . . . , n}.
Kiekvienam natūraliajam n raskite, kiek yra save apibūdinančių sekų, kurių ilgis n.

9 užduotis. Baltiškas polideimantas yra n-kampis plokštumoje, kurio kraštinių ilgiai yra n, n−1, . . . , 2, 1
būtent šia eilės tvarka, o visi vidiniai kampai yra 120◦ arba 240◦. Įrodykite, kad, kiekvienam Baltiškam
polideimantui, n yra dalus iš 6.

10 užduotis. Natūralusis 9-ženklis skaičius yra vadinamas mielu, jei jame yra kiekvienas skaitmuo nuo
1 iki 9. Skaičius vadinamas nuostabiu, jei jis yra mielas ir, kiekvienam k = 1, . . . , 9, galioja, kad k-tasis
skaičiaus skaitmuo yra lygus skaitmens k pozicijai skaičiuje. Pavyzdžiui, 847296315 yra nuostabus:

• pirmas skaitmuo yra 8, kuris yra skaitmens 1 pozicija,

• antras skaitmuo yra 4, kuris yra skaitmens 2 pozicija,

• trečias skaitmuo yra 7, kuris yra skaitmens 3 pozicija skaičiuje ir t.t.

Įrodykite, kad yra lyginis skaičius nuostabių skaičių.

11 užduotis. Plokštumoje duoti taškai A1, . . . , An. Kai kurie iš šių taškų gali sutapti, bet bent du yra
skirtingi. Baltiškas takas yra kelias tarp taškų B1, . . . , Bn, kurie yra taškų A1, . . . , An permutacija.
Baltiško tako ilgis yra

|B1B2|+ |B2B3|+ · · ·+ |Bn−1Bn|+ |BnB1|,

kur |PQ| yra atstumas tarp plokštumos taškų P ir Q.

Tegul K ir L yra dviejų Baltiškų takų ilgiai su tais pačiais n taškų. Duotajam n raskite maksimalią
įmanomą K/L reikšmę tarp visų sekų A1, . . . , An.

12 užduotis. Smailiajame trikampyje ABC, kuriame AB < AC, pažymėkime įbrėžtinio apskritimo
centrą I ir apibrėžtinį apskritimą ω. Tiesė AI kertasi su BC taške D. Ant ω yra pažymėtas toks
taškas T , kad AT ∥ BC. Tiesė TI dar kartą kertasi su ω taške P , o su apie APD apibrėžtiniu
apskritimu taške Q (Q ̸= P ). Įrodykite, kad AI = DQ.

13 užduotis. Duotas įbrėžtinis keturkampis ABCD. Tiesės AB ir CD kertasi taške E. Taškas P yra
ABCD viduje ir tenkina

∠BAP = ∠PCB ir ∠CBP = ∠PDC.

Įrodykite, kad PE ⊥ BC.

14 užduotis. Smailiajame trikampyje ABC, kuriame AB < AC, pažymėkime apibrėžtinį apskritimą
ω ir aukštinių susikirtimo tašką H. Taškas P yra ant ilgesniosiojo ω lanko BC ir tenkina ∠PCB +
∠ACB = 90◦. Taškas R yra atkarpoje AC ir tenkina BR = CR. Įrodykite, kad ∠HPR = ∠ACB.

15 užduotis. Smailiajame nelygiašoniame trikampyje ABC kraštinės BC vidurio statmuo kertasi su
tiesėmis AC ir AB atitinkamai taškuose Ab ir Ac. Panašiai sukonstruojame taškus Bc, Ba, Ca ir Cb.
Įrodykite, kad trikampių ABC,AbBcCa ir AcBaCb apibrėžtinių apskritimų centrai yra vienoje tiesėje.

16 užduotis. Natūralieji skaičiai a, b, c, n tenkina abc = 10n − 1. Žymėsime, kad S(x) yra x skaitmenų
suma dešimtainėje sistemoje. Įrodykite, kad:

S(a) + S(b2) + S(c4) ≥ 3
√
243n.
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17 užduotis. Natūralusis skaičius vadinamas nuostabiu, jei jo teigiami dalikliai gali būti taip padalinti
į dvi grupes, kad kiekvienoje grupėje yra po tiek pat skaičių, o taip pat abiejų grupių skaičių suma
vienoda.

Raskite visas įmanoma reikšmes, kurias gali įgyti nuostabaus skaičiaus teigiamų daliklių skaičius.

18 užduotis. Raskite visas funkcijas f : N −→ N, kurios tenkina f(2) = 1 ir

MBK(f(a+ b), f(b)) | MBK(a+ f(b), b)

visiems natūraliesiems a, b.

Pastaba: Žymėjimas MBK(a, b) parodo skaičių a ir b mažiausią bendrą kartotinį.

19 užduotis. Ant lentos parašyta 100 natūraliųjų skaičių. Ana žaidžia žaidimą. Ėjimo metu ji pasirenka
du ant lentos parašytus skaičius a ir b, tokius, kad a | b, juos ištrina ir ant lentos parašo natūralųjį
skaičių b/a. Ji atlikinėja ėjimus tol, kol nebelieka jokių galimų ėjimų.

Raskite tokį didžiausią N , kad, egzistuoja pradžioje ant lentos parašyti skaičiai, su kuriais Anai
įmanoma užbaigti žaidimą su abejomis baigtimis:

• pabaigti žaidimą ant lentos liekant vienam skaičiui,

• pabaigti žaidimą ant lentos liekant N skaičių.

20 užduotis. Raskite visus tokius natūraliuosius n, kad egzistuotų tokia skaičių 1, . . . , n permutacija
a1, . . . , an, su kuria tarp skaičių a1, 2a2, . . . , nan nebūtų dviejų vienodų dalybos iš n liekanų.
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