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Czas pracy: 4 godziny i 30 minut
Pytania mozna zadawa¢ w ciggu poczatkowych 30 minut.
Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyboréw do pisania i rysowania.

Zadanie 1 Rozstrzygnaé, czy istnieje ciag liczb calkowitych aq,ao,... taki, ze dla dowolnej liczby
calkowitej d # 0 istnieje doktadnie 2025 réznych par indeksoéw (i, j), dla ktorych a; — a; = d.

Zadanie 2 Dany jest ciag liczb rzeczywistych ai,aq, ... speliajacy

{an}tlant1] = lan]{an+1}

dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n. Udowodnié¢, ze istnieje taka liczba rzeczywista A, ze
{am}|am] = X\ dla nieskoriczenie wielu liczb catkowitych dodatnich m.

Uwaga: |z] oznacza najwicksza liczbe catkowita nie wicksza od z, a {z} == — |z].

Zadanie 3 Dana jest funkcja f: Q — Q spelniajaca nier6wnosé

f@)+ fly) = fz+y)

dla dowolnych z,y € Q. Wykazaé, ze istnieje o € R takie, ze nier6wnosé¢ f(xz) > ax zachodzi dla
dowolnego = € Q.

Zadanie 4 Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnosé

(fla=c)+ f(b—d)) (f(a) + f(b)) = flad —bc) + f (f(a) + f(b) — ac — bd)
dla dowolnych a, b, c,d € R.

Zadanie 5 Dana jest liczba caltkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste dodatnie 1 < x9 < --- <z,
spelniajace rownosé
w4 ad -+ +a2d 2l +a?
1+ T2+ -+ Ty 2 '

Udowodnié, ze

2 2 2
]+ x5+ T, 2 NXTy.

Zadanie 6 Na wybrzezu Morza Baltyckiego zyje n > 3 dzikich plemion. Poczatkowo kazde z nich
jest wolne. Wolne plemie A moze napa$é¢ na wolne plemie B i je zniewolié, jednoczesnie uwalniajac
wszystkie plemiona zniewolone w danej chwili przez B. Zadne dwie napasci nie odbywaja sie w tym
samym czasie.

Znalez¢ najmniejsza liczbe napadci po ktorych mozliwym jest, by dla dowolnej pary plemion przynajmniej
jedno z nich kiedykolwiek uwolnito drugie.



Zadanie 7 Dana jest dodatnia liczba parzysta n. Kostka nxnxn sktada sie z n? szescianéw jednostkowych.
Zbior n szesciandéw jednostkowych tworzacych prostopadioscian 1 x 1 x n nazwiemy iglg (taki zbior
mozna stworzy¢ w trzech réznych orientacjach). Znalezé najwicksza liczbe catkowita K taka, ze mozna
wybra¢ 3K igiel zawierajacych sie w kostce, po K w kazdej orientacji, w taki sposob, ze zadne dwie z
nich nie wspotdzielg ze soba szescianu jednostkowego.

Zadanie 8 Ciag nieujemnych liczb catkowitych aq,...,a, nazwiemy zawitym, jesli
ap = [{i | ai = k}|

dla dowolnego k € {1,...,n}, to jest ai jest rowne liczbie wyrazow tego ciagu, ktore sa wieksze lub
rowne k (dla dowolnego k € {1,...,n}).

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n wyznaczy¢ liczbe ciagéw zawitych dlugodci n.

Zadanie 9 Battycki polyiamond to n-kat o bokach dtugosci n,n—1,...,2,1 (doktadnie w tej kolejnosci)
i wszystkich katach wewnetrznych rownych 120° lub 240°. Wykazaé, ze dla dowolnego baltyckiego
polyiamondu n jest podzielne przez 6.

Zadanie 10 Dziewieciocyfrowa liczbe catkowita dodatnia nazwiemy przyjemng, jesli zawiera w swoim
zapisie dziesietnym kazda cyfre od 1 do 9. Liczbe nazwiemy cudowng, jesli jest przyjemna i dla kazdego
k=1,...,9 jej k-ta cyfra jest rowna pozycji cyfry k w tej liczbie. Na przyktad liczba 847296315 jest
cudowna:

e pierwsza jej cyfra to 8, co jest takze pozycja cyfry 1 w tej liczbie,
e druga jej cyfra to 4, co jest takze pozycja cyfry 2 w tej liczbie,
e trzecia jej cyfra to 7, co jest takze pozycja cyfry 3 w tej liczbie, i tak dalej.

Udowodni¢, ze liczb cudownych jest parzyscie wiele.

Zadanie 11 Niech Aq,..., A, bedzie ciaggiem punktéw na plaszczyznie euklidesowej. Niektore z tych
punktow mogg sie pokrywacé, jednakze ciag zawiera co najmniej dwa rézne punkty. Baltycki Szlak jest
trasa zdefiniowang przez permutacje By, ..., B, punktéow Ai,..., A,. Dlugosé¢ Baltyckiego Szlaku to

|B1Ba| + |B2Bs| + -+ - + | Bn—1Bn| + |BnB1],

gdzie |PQ| oznacza odlegtos¢ euklidesowa pomiedzy punktami P i Q.

Niech K i L to dlugosci pewnych dwoch Battyckich Szlakéw zdefiniowanych na tym samym ciggu
n punktow. Dla danego n, wyznaczy¢ maksymalna mozliwa warto$é¢ wyrazenia K /L wérod wszystkich
mozliwych ciggow Ay, ..., A,.

Zadanie 12 Dany jest ostrokatny trojkat ABC spelniajacy AB < AC. Punkt I to $rodek okregu
wpisanego w trojkat ABC, a w to okrag opisany na trojkacie ABC. Prosta AI przecina bok BC
w punkcie D. Niech T to punkt na okregu w taki, ze AT || BC. Prosta T'I przecina okrag w ponownie
w punkcie P oraz okrag opisany na trojkacie APD ponownie w punkcie (). Udowodnié, ze Al = DQ.

Zadanie 13 Dany jest czworokat ABC D, ktory mozna wpisa¢ w okrag, przy czym proste AB i C'D nie
sg rownolegte. Punkt E to punkt przeciecia sie prostych AB i C'D. Punkt P lezy wewnatrz czworokata
ABCD i spelnia

/BAP=/PCB, /CBP =/PDC.

Udowodnié¢, ze PE 1 BC.

Zadanie 14 Dany jest ostrokatny trojkat ABC, dla ktérego AB < AC. Niech w to okrag opisany
na tréjkacie ABC oraz niech H to ortocentrum tego trojkata. Punkt P lezy na wickszym tuku BC
okregu w i spetnia /PCB+ ZACB = 90°. Ponadto punkt R lezy na odcinku AC i spetnia BR = CR.
Udowodni¢, ze ZHPR = ZACB.



Zadanie 15 Dany jest ostrokatny, réznoboczny trojkat ABC. Symetralna BC przecina proste AC' i AB
w punktach Ay i A., odpowiednio. Zdefiniujmy punkty B., B,,C, i Cp analogicznie. Udowodnié¢, ze
srodki okregbéw opisanych na trojkatach ABC, AyB.C, i A.B,C}y sa wspotliniowe.

Zadanie 16 Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, n speliajace abc = 10" — 1. Niech S(x) oznacza
sume cyfr liczby x w zapisie dziesictnym. Udowodnié, ze

S(a) + S(b?) + S(ct) > V/243n.

Zadanie 17 Liczba catkowita dodatnia jest nazywana szprytng jesli jej dodatnie dzielniki mozna rozdzielié¢
na dwa rozlaczne, réwnoliczne podzbiory o réwnej sumie.

Zmalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktére sa rowne liczbie dodatnich dzielnikéw pewnej
szprytnej liczby.
Zadanie 18 Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Zso — Z~o speliajace f(2) = 1 oraz
NWW(f(a +b), (b)) | NWW (a + f(b),b)
dla dowolnych a,b € Z~y.

Zadanie 19 Na tablicy napisano 100 liczb catkowitych dodatnich. Mariusz Sofusz gra w gre. Pojedynczy
ruch polega na wybraniu z tablicy dwoch liczb a, b spetniajacych a | b, zmazaniu ich i napisaniu na
tablicy liczby b/a. Wykonuje on ruchy dopoki istnieje jaki§ dozwolony ruch, po czym gra sie konczy.

Wyznaczyé najwicksze N takie, ze dla pewnego stanu poczatkowego Mariusz Sofusz moze zaréwno:
e zakoriczy¢ gre z jedna liczba pozostalg na tablicy, jak i
e zakoriczy¢ gre z N liczbami pozostatymi na tablicy.

Zadanie 20 Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n takie, ze istnieje permutacja aq,...,a,
liczb 1,...,n dla ktoérej liczby a1, 2as, ..., na, daja parami rézne reszty z dzielenia przez n.



