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Problem 1 Existerar det en foljd av heltal a1, a9, ... sa att for varje heltal d # 0 finns det exakt 2025
distinkta par av index (4, j) for vilka a; — a; = d?

Problem 2 Lat ay,as,... vara en f6ljd av reella tal sa att
{an}lan+1] = lan]{ant1}

for varje positivt heltal n. Visa att det finns ett reellt tal A sa att {a,,}|am| = A for odndligt manga
positiva heltal m.

Anmdérkning: For ett reellt tal z betecknar |x| det storsta heltalet som inte 6verskrider z och
{z} =z —[z].
Problem 3 Lat f: Q — Q vara en funktion som uppfyller
f@) + fy) = flz+y)
for alla x,y € Q. Visa att det existerar ett a € R sa att f(x) > ax for alla z € Q.

Problem 4 Finn alla funktioner f: R — R sa att
(fla=c)+ f(b—d)) (f(a) + f(b)) = f(ad — be) + f (f(a) + f(b) — ac — bd)

for alla reella tal a, b, ¢, d.

Problem 5 Lat n vara ett positivt heltal och lat 1 < zo < ... < z, vara positiva reella tal som
uppfyller
xz{’+x%+-~-—|—x% . x%—l—x%
1 t+x2t+ -+ Iy 2 .

Visa att

2 2 2
]+ x5+ -+ T, > NT1Ty,,.

Problem 6 Lat n > 3 véanner spela killerboll. I borjan av spelet ar alla fria. Nér en fri spelare A slar ut
en annan fri spelare B hinder foljande: B fangas av A och alla B:s fangar vid denna tidpunkt befrias

av A. Tva utslag kan inte paga samtidigt.

Finn det minsta antalet utslag efter vilka det ar mojligt att for varje par av spelare har atminstone
en av spelarna befriat den andra spelaren under spelets gang.



Problem 7 Lat n vara ett jimnt positivt heltal. En n x n x n kub bestar av n? enhetskuber. En méngd
av n enhetskuber som bildar en 1 x 1 x n lada kallas fér en ndl, som kan ha tre riktningar. Finn det
storsta heltalet K sa att det ar mojligt att valja 3K nélar, K i varje riktning, s& att inga tva av dem
delar en enhetskub.

Problem 8 En foljd av icke-negativa heltal a1, ..., a, kallas sjilv-beskrivande om
ap = [{i | a;i = k}|
for varje k € {1,...,n}, d.v.s. om ay, &r lika med antalet element av foljden som &r storre dn eller lika
med k for varje k € {1,...,n}.
For varje positivt heltal n, bestdm antalet sjélv-beskrivande foljder av lingd n.
Problem 9 En baltisk polyiamond ar en n-hoérning med sidlangderna n,n — 1,...,2,1 exakt i den ord-

ningen och varje innervinkel antingen 120° eller 240°. Visa att for varje baltisk polyiamond &r n
delbart med 6.

Problem 10 Ett positivt heltal med 9 siffror kallas trevligt om det innehaller varje siffra fran 1 till 9.
Ett tal kallas underbart om det &r trevligt och for varje k = 1,...,9 giller det att den k:te siffran &r
lika med positionen av k i talet. Till exempel dr 847296315 underbart:

e Forsta siffran ar 8, vilket dr positionen av 1 i talet.
e Andra siffran ar 4, vilket dr positionen av 2 i talet.
e Tredje siffran ar 7, vilket &r positionen av 3 i talet, o.s.v.
Visa att antalet underbara tal ar jamnt.
Problem 11 Lat Aq,..., A, vara en f6ljd av punkter i det euklidiska planet. Punkterna far samman-

falla, men foljden innehaller minst tva distinkta punkter. En baltisk kedja ar en rutt definierad av en
permutation By, ..., B, av punkterna Ai,..., A,. Lingden pa en baltisk kedja &r

|B1B2| + |Bng| + -+ |Bn_1Bn’ + ’BnBll,

dar |PQ)| betecknar det euklidiska avstandet mellan punkterna P och Q.

Lat K och L vara langderna pa tvé baltiska kedjor definierade av permutationer av samma foljd av n
punkter. Bestdm for ett givet n det storsta mojliga vardet pa K/L 6ver alla mojliga foljder Ay, ..., A,.

Problem 12 I en spetsvinklig triangel ABC dar AB < AC &r den inskrivna cirkelns medelpunkt I och
den omskrivna cirkeln w. Linjen AI skir sidan BC' i D. Lat T vara punkten pa w sa att AT || BC.
Linjen T'I skér w igen i P och den omskrivna cirkeln av triangeln APD igen i Q). Visa att AT = DQ.

Problem 13 I en inskriven fyrhérning ABCD skér linjerna AB och CD varandra i E. Punkten P
ligger inuti ABC'D och uppfyller

/ZBAP =/PCB och ZCBP=/ZPDC.

Visa att PE L BC.

Problem 14 I en spetsvinklig triangel ABC didr AB < AC' ar den omskrivna cirkeln w och hdjdernas
skdrningspunkt H. Punkten P pa bagen BC som innehaller A uppfyller /PCB + ZACB = 90°.
Punkten R péa strackan AC uppfyller BR = CR. Visa att ZHPR = ZACB.

Problem 15 [ en spetsvinklig triangel ABC' dér inga tva sidor ar lika langa skir mittpunktsnormalen av
sidan BC linjerna AC och AB i Ay respektive A.. Definiera B, B,, C, och (' pa liknande sétt. Visa
att medelpunkterna av de omskrivna cirklarna av trianglarna ABC, Ay B.C, och A.B,C} &r kolinjéra.



Problem 16 Lat a,b, c,n vara positiva heltal som uppfyller abc = 10" — 1. Om S(z) betecknar siffer-
summan av x i bas 10, visa att

S(a) + S(b*) + S(ch) > V/243n.

Problem 17 Ett positivt heltal kallas briljant om dess positiva delare kan delas upp i tva lika stora
méngder sa att summan av alla element &r densamma for varje méangd.

Finn alla méjliga virden pa antalet positiva delare till ett briljant tal.

Problem 18 Finn alla funktioner f: Zsog — Zso sa att f(2) =1 och

mgm(f(a +0), f(b)) | mgm(a + f(b),b)
for alla positiva heltal a, b.

Problem 19 Det star 100 positiva heltal skrivna pa en tavla. Anna spelar ett spel. Ett drag bestar av
att vélja tva heltal a och b pa tavlan med egenskapen att a | b, sudda ut dem och skriva heltalet b/a.
Hon gor drag tills det inte gar att gora fler och da avslutas spelet.

Finn det storsta IV sa att for ndgon initial uppséttning av tal pa tavlan kan Anna bade
e avsluta spelet med endast ett tal kvar och

e avsluta spelet med N tal kvar.

Problem 20 Bestam alla positiva heltal n s& att det existerar en permutation ai,...,a, av 1,...,n
dar talen aq,2a9,...,na, ar parvis distinkta modulo n.



