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Час написання: 4 години та 30 хвилин
Питання по умовах можна ставити протягом перших 30 хвилин.
Використання будь-яких електронних та механiчних пристроїв заборонено.

Задача 1 Чи iснує послiдовнiсть цiлих чисел a1, a2, . . . така, що для кожного цiлого d ̸= 0 iснує
рiвно 2025 рiзних пар iндексiв (i, j) для яких ai − aj = d?

Задача 2 Нехай a1, a2, . . . - послiдовнiсть дiйсних чисел така, що

{an}⌊an+1⌋ = ⌊an⌋{an+1}

для кожного додатного цiлого n. Доведiть, що iснує таке дiйсне число λ, що {am}⌊am⌋ = λ для
нескiнченної кiлькостi цiлих додатнiх чисел m.

Зауваження: Для дiйсного числа x, ⌊x⌋ позначає найбiльше цiле число, що не перевищує x, та
{x} = x− ⌊x⌋.

Задача 3 Нехай f : Q → Q - функцiя, що задовольняє нерiвнiсть

f(x) + f(y) ≥ f(x+ y)

для усiх x, y ∈ Q. Покажiть, що iснує деяке α ∈ R таке, що f(x) ≥ αx для усiх x ∈ Q.

Задача 4 Знайдiть усi функцiї f : R → R такi, що

(f(a− c) + f(b− d)) (f(a) + f(b)) = f(ad− bc) + f (f(a) + f(b)− ac− bd)

для усiх дiйсних чисел a, b, c, d.

Задача 5 Нехай n - цiле додатне число та нехай x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn - додатнi дiйснi числа, що
задовольняють рiвнiсть

x31 + x32 + · · ·+ x3n
x1 + x2 + · · ·+ xn

=
x21 + x2n

2
.

Доведiть, що

x21 + x22 + · · ·+ x2n ≥ nx1xn.

Задача 6 Нехай n ≥ 3 друзiв грають у вибивали. На початку всi гравцi вiльнi. Коли вiльний
гравець A вибиває iншого вiльного гравця B, A ув’язнює B та звiльняє всiх гравцiв, якi наразi
ув’язненi гравцем B. Два вибивання не можуть трапитись одночасно.

Знайдiть найменшу кiлькiсть вибивань, пiсля яких можливо, що серед кожних двох гравцiв
принаймнi один звiльнив iншого.

Задача 7 Нехай n — парне додатне цiле число. Куб n×n×n складається з n3 одиничних кубикiв.
Набiр з n одиничних кубикiв, що утворює 1× 1× n призму, називається голкою, яка може мати
одну з трьох орiєнтацiй. Знайдiть найбiльше цiле число K, таке, що можна вибрати 3K голок,
K в кожнiй орiєнтацiї, так, що кожнi двi голки з набору не мають спiльних одиничних кубикiв.
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Задача 8 Послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел a1, . . . , an називається самоописною, якщо

ak = |{i | ai ≥ k}|

для кожного k ∈ {1, . . . , n}, тобто ak дорiвнює кiлькостi елементiв послiдовностi, якi бiльшi або
дорiвнюють k, для кожного k ∈ {1, . . . , n}.
Для кожного додатного цiлого числа n, визначте кiлькiсть самоописних послiдовностей довжини
n.

Задача 9 Балтiйський полiамант — це n-кутник iз довжинами сторiн n, n − 1, . . . , 2, 1 саме в
такому порядку, i всi внутрiшнi кути якого рiвнi 120◦ або 240◦. Доведiть, що для кожного Бал-
тiйського полiаманту, n дiлиться нацiло на 6.

Задача 10 Цiле додатне число з 9 цифрами називається гарним, якщо воно мiстить кожну цифру
вiд 1 до 9. Число називається чарiвним, якщо воно є гарним i для кожного k = 1, . . . , 9 виконуєть-
ся наступна умова: k-та цифра в числi дорiвнює позицiї цифри k у цьому ж числi. Наприклад,
847296315 є чарiвним:

• перша цифра — 8, що вiдповiдає позицiї 1 у числi,

• друга цифра — 4, що вiдповiдає позицiї 2 у числi,

• третя цифра — 7, що вiдповiдає позицiї 3 у числi, i так далi.

Покажiть, що кiлькiсть чарiвних чисел є парною.

Задача 11 Дано A1, . . . , An - послiдовнiсть точок Евклiдової площини. Деякi з точок послiдовностi
можуть збiгатись, але послiдовнiсть мiстить хоча б двi рiзнi точки. Балтiйським шляхом назвемо
маршрут, визначений перестановкою B1, . . . , Bn точок A1, . . . , An. Довжину Балтiйського шляху
визначимо, як

|B1B2|+ |B2B3|+ · · ·+ |Bn−1Bn|+ |BnB1|,

де |PQ| позначає звичайну Евклiдову вiдстань мiж точками P та Q.

Нехай K та L - довжини двох деяких Балтiйських шляхiв на однiй i тiй самiй послiдовностi n
точок. Для фiксованого n, визначте найбiльше можливе значення виразу K/L для всiх можливих
послiдовностей точок A1, . . . , An.

Задача 12 У гострокутному трикутнику ABC, у якого AB < AC, iнцентр знаходиться у точцi I
та описане коло позначене як ω. Пряма AI перетинає сторону BC у точцi D. Нехай T така точка
на ω, що AT ∥ BC. Пряма TI перетинає ω вдруге у точцi P та описане коло трикутника APD
вдруге у точцi Q. Доведiть, що AI = DQ.

Задача 13 У циклiчному чотирикутнику ABCD, прямi AB та CD перетинаються у точцi E. Точка
P лежить усерединi ABCD та задовольняє

∠BAP = ∠PCB та ∠CBP = ∠PDC.

Доведiть, що PE ⊥ BC.

Задача 14 У гострокутному трикутнику ABC, у якого AB < AC, описане коло позначене як ω

та ортоцентр знаходиться у точцi H. Точка P знаходиться на дузi
⌢

BAC кола ω та задовольняє
∠PCB + ∠ACB = 90◦. Точка R на вiдрiзку AC задовольняє BR = CR. Доведiть, що ∠HPR =
∠ACB.

Задача 15 У гострокутному рiзносторонньому трикутнику ABC, серединний перпендикуляр вiдрiз-
ка BC перетинає AC та AB в Ab та Ac, вiдповiдно. Визначимо точки Bc, Ba, Ca та Cb аналогiчно.
Доведiть, що центри описаних кiл трикутникiв ABC,AbBcCa, та AcBaCb - колiнеарнi.
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Задача 16 Дано a, b, c, n - цiлi додатнi числа, що задовольняють abc = 10n−1. Нехай S(x) позначає
суму цифр числа x у десятковому записi. Доведiть, що

S(a) + S(b2) + S(c4) ≥ 3
√
243n.

Задача 17 Цiле додатне число називається потужним якщо усi його додатнi дiльники можна
розбити на двi множини з однаковою кiлькiстю елементiв та однаковою сумою елементiв.

Знайдiть усi можливi значення кiлькостi додатнiх дiльникiв потужного числа.

Задача 18 Знайдiть усi функцiї f : Z>0 −→ Z>0 такi, що f(2) = 1 та

[f(a+ b), f(b)] | [a+ f(b), b]

для усiх додатнiх цiлих a, b.

Зауваження: [a, b] позначає НСК двох чисел a та b.

Задача 19 На дошцi написано 100 цiлих додатнiх чисел. Марина грає в гру. Хiд полягає у виборi
двох цiлих чисел a та b на дошцi з властивiстю, що a | b, стираннi їх обох i записуваннi цiло-
го числа b/a. Вона робить ходи, поки не залишиться бiльше дозволених ходiв, пiсля чого гра
закiнчується.

Знайдiть найбiльше N таке, що iснує деякий початковий набiр iз 100 чисел, що Марина може
одночасно:

• закiнчити гру, залишивши на дошцi тiльки одне число, i

• закiнчити гру, залишивши на дошцi N чисел.

Задача 20 Визначте всi цiлi додатнi n, для яких iснує перестановка a1, . . . , an набору 1, . . . , n, де
числа a1, 2a2, . . . , nan всi попарно рiзнi за модулем n.
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